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ПОРІВНЯЛЬНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ ТЕНЗОРНИХ 
МОДЕЛЕЙ ІНТЕРВАЛІВ
Київський національний університет будівництва та архітектури
Розглядаються питання моделювання невизначеності на підставі представлення число­
вого інтервалу у вигляді тензорів парних рангів. Показано, що тензорна модель інтер­
есну, створена на використанні кордонів інтервалу а=Іа'"“\ а"""], практично еквівален­
тна моделі, створеній на використанні проміжних значень інтересну (середнього зна­
чення, довжини і т.ін. ). Наведені числові приклади, що ілюструють ефективність моде­
лей.
Прийняття рішень за умов неви­
значеності є головною характерною ри­
сою проблеми управління у міському го­
сподарстві. Розповсюдженими формами 
моделювання невизначеності є інтервали 
га нечіткі множини. В роботі [11 розгля­
нуті питання представлення числового 
інтервалу у вигляді тензора 2-ранга. По­
казано, що тензорна модель інтервалу до­
зволяє поліпшити конструктивність ре­
зультатів. Наведені приклади, які ілюст­
рують ефективність запропонованих ал­
горитмів. Існує думка, що отримання до­
даткової інформації а7 є [нпіах ,я""" ],
= 1,2,... дозволяє вплинути на якість 
прийняття рішення. В роботі наводяться 
результати експериментальних дослі­
джень, які дозволяють оцінити вплив до­
даткової інформації.
Сучасний рівень досліджень. Як ві­
домо, інтервал характеризують набором 
характеристик: ширина інтервалу А - ве­
личина а>{А) = а - а ,  середина т(А) - 
напівсума кінців інтервалу А: т(А) =
= (а + а)/2,  абсолютна величина |А| -
|А| = тах{|а|,|а|і, мінімальна величина |А|
- //(А) = тіп(|я|,|«|}. Можна бачити, що 
|А|<|д|,<и(А)<йХЯ), коли А с  В, причо­
му со(А) < со(В), якщо А с й , і А ф В. 
Відстань р(А,В)  між елементами 
А ,/?є/(/?) вводиться рівністю
р(А,В)  = тах{ |а-Ь |,|н-/? |}. Агрегувати 
всі або певну кількість характеристик ін.
тервал у складі одного об'єкту дозволяє 
тензор, на що вперше звернув увагу 
Г.Крон [2]. В роботі [ 31 показано, що, на 
думку автора, тензорне числення є істин­
ною мовою, в основі якої лежать інтуїти­
вні (візуальні) образи, які добре відомо 
навіть тим, хто ніколи не чув слів вектор 
чи тензор. „Природа разговаривает с на­
ми языком тензоров” -  ці рядки, що є епі­
графом до роботи [3], на нашу думку, 
краще всього показують значення тензо­
рного числення.
Показано [11, що тензор г1' = [їи],
/,_/= 1,2, що відповідає інтервалу А і агре- 
гує харак-теристики інтервалу, може бу­
ти визначений як такий, що має компоне­
нти: /,, = //(А), /р = со{А), ї2] — т(А),
= ІАІ. тобто Т Якщо22 1 1 " \т(А) ІАІ ^
а > 0 , а > 0 , а < с і  то 1и =р{А)  = а,
12 2  = |А| = а.
Приклад. Нехай інтервал заданий у 
вигляді А=|3, 81, елементи тензора, що 
моделює інтервал, такі їи — р( А) = З, 
=ш(А) =5.5, / |2 = &;( А) -  5, ї22 — |а| = 8,
тензор-інтервал (77)-Г, = Мож­
ливо ще більш спростити задачу, якщо 
замість тензора Та використовувати діа­
гональний тензор, тобто
А —» Т = /М .Ц е  дозволяє не тіль-
" V 0 \А\)
ки суттєво спростити задачі інтервально- 
го аналізу, але й отримати додаткові вла-
122
стивості, наприклад обернений тензор.
Постановка задачі. Можливість 
адекватного представлення тензора 
своїми інваріантами дає можливість оцін­
ки властивостей тензора. Можна вважати, 
що якщо два тензори мають однакові або 
близькі інваріанти, то вони мають анало­
гічні властивості. Наприклад, співпадіння 
характеристичних поліномів в загальному 
випадку є необхідною умовою подібності 
тензорів, для тензорів 2-го рангу ця умова 
є також і достатньою. Найбільш розпо­
всюдженими інваріантами є т.зв. сліди: 
/ = п-Т, II = іг(Т2), III = /г(Т3). Через
компоненти тензора вони можуть оути 
представлені як
з з
/, = /г7 = £ г„, і 2 = Х С" д = сІеЦТ),
Ю /=І
( Т‘ 11 ' / ’,2 Т  ^1 ІЗ
Т2] т22 Т1 2 \ ,
Іл т1 32
Т і ї  Т і д (т„ г „ ) ( Тп
Н  т ;
Со, -
Д 7 Г ° '  =  и
Якщо власні значення тензора відомі, то
/ 1 = Ау -г Л2 + Л2 
12 — \  Л-, + Л2 л^  + л^ л^
І з = ЛЛЛ2ЛІ.
Зазначимо, що над тензорами вико­
нуються алгебраїчні операції, над інварі­
антами -  арифметичні.
Задача дослідження може бути сфо­
рмульована як послідовність реалізації 
етапів:
1. Для заданого інтервалу а=[а"шл, 
а11""] формуються діагональні тензори:
V ' " '  0  0  "і
0  а"'“1 0
у0  0  д™ ' ,
де а'ши‘ довільне обране число, а'“'“1 є а .
2. Обчислюють інваріанти для тен­
зорів, створених в п.1°.
3. Визначають близькість інваріан­
тів тензорів з п. 1°.
На підставі принципів правдоподіб­
них висновків визначається вплив обра­
них параметрів на близькість результатів.
Результати експериментальних до­
сліджень. (1) Для інтервалу а=Іа! а2 / 
були створені тензори -  діагональний
у  < О __ 0 у/ 2  ^_
плоский тензор а —>ш = (5 (Д 
0 8
та
діагональний плоский тензор, утворений 
з тензора, компоненти котрого випадкові
'6 .7 6  5.17^інтервалічисла а -
6.10 6.89
■ ( а  -
(6.76 0 ) ,  ,0 6.89 І Срис. / ,а рис. 2).
Рис. 1. Представлення інтервалу а= (аІ а2/, 
а І =5. а2=8 діагональним плоским тензором
!
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Рис. 2. Представлення інтервалу а=[аІ а2], 
а!=5, а2—8 діагональним плоским тензором, 
утвореним з тензора, компоненти котрого 
випадкові числа в інтервалі а;
_(6.76  5.17 
" “ ^ " - [ б . І О  6.89
(2) Представлення інтервалу а=ІаІ 
а$г а2], аІ=5, а2=8, аяг -  середнє значен­
ня діагона-льним тензором 2-го рангу
а -^іа =
( 5.0 0 03
0 6.5 0
0 0 8.0 ,
, представлення ін-
тервалу а діагональним тензором 2-го ра­
нгу, утвореним з тензора, компоненти ко-
трого випадкові числа в інтервалі
а -
65.8193 
5.1785 
ч 6.2272
6.8787 
5.2669 
6.422 І
6.610 6 л 
5.8139 , 
7.7270,
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а l a  =
' 5 . 8 1 9 3  0  0 3  
О 5.2669 О 
О 0 7.7270,
- рис. З та рис. 4.
На рис. 5 та 6 наведені результати 
обчислень похибки у визначенні 1-го та 
3-го інваріантів та норм матриць тензорів, 
що моделюють інтервал, розрахункові 
формули:
[delta = abs(tr, - tr, )/max(tr),
[delta, =abs(d, -d, )/max(d),
[delta, =abs(n, -n,)/max(n),
де (tri, tr2 ), (d,-d2), (Hi-1 1 2 ) ~ перший, тре­
тій інваріанти та норми тензорів, що мо­
делюють інтервал; max(tr), max(d), тах(п) 
-  максимальні значення відповідних ве­
личин.
Рис. 3. Представлення інтервалу а=/а1 сиг 
а2І, аі =5, а2-8, азг -  середнє значення; 
діаго-нальним тензором 2-го рангу,
( 5.0 0 (X
■ t a  = 6.5 0 
0 8.0
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Рис. 4. Представлення інтервалу а - [аі а2], 
ні =5, а2-Н діагональним тензором 2-го ра­
нгу, утвореним з тензора, компоненти кот­
рого випадкові числа в інтервалі а;
(5.8193 6.8787 б.бЮб4'
= 5.1785 5.2669 5.8139 
6.2272 6.4221 7.7270
Висновки, які випливають з наведе­
них результатів, полягають в такому: пе­
рші інваріанти (сліди) альтернативних 
моделей різняться на величину, що мен­
ше 10 %, норми -  менше 15, треті інварі­
анти (детермінанти) -  менше 25 %. Вра­
ховуючи, що основний результат інгер- 
вальної арифметики полягає у визначенні 
включення розрахункового інтервалу у 
заданий (4, 5], отримані результати мож­
на вважати такими, що підтверджують 
прийняту парадигму відносно доцільності 
і раціонаїьності моделювання числових 
інтервалі тензорами 2-го рангу.
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Рис. 5. Залежність інваріантів плоских тензо­
рів типу а) та Ь) від номера реалізації 
(плоский тензор)
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Рис. 6. Залежність інваріантів тензорів 2-го 
типу а) та Ь) від номера реалізації (тензор 2-го 
рангу)
Зазначимо, що при виконанні екс­
периментів інтервали з випадковими 
компонентами а'миІ =[а'“"? ] і почат-
ковий розрахунковий інтервал
а = [«тш ,с/тах ] пов'язані умовою вклю­
чення {па гшиІ с=«(V/),7 -  номер реаліза­
ції; кількість реалізацій сягала Юз-100, на 
рис. 5 га 6 наведені лише 8 реалізацій, що 
викликано потребою наочності графіків.
Подальшіі розвиток досліджень. В 
робоче [6] запропоновано новий підхід 
до розв'язку задач аналізу та обробки не­
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чіткої (неточної) інформації за допомо­
гою т. з в. м'яких множин (ММ), під якими 
розуміється таке. Як відомо, наближені 
описи можуть застосо-вуватися не тільки 
для визначення наближених розв'язків у 
деякій задачі, але їх можна використову­
вать для будь-яких елементів моделі, го­
ловним тут є примат зручності і кори­
сності. Тому для назви наближених опи­
сів приближенных описів було введено 
термін "м'яка множина" (soft set). Фор­
мальне визначення (ММ) таке.
Хай А -  деяка множина парамет­
рів, котра може мати довільну природу 
(числа, функції, набори слів і т.ін.), X - 
деяка універсальна множина, над якою 
визначається м'яка множина. Пару (S, А) 
звуть м'якою множиною над X, якщо S є 
відображенням з множини А у множину 
підмножин множини X, тобто S: А
А —>2'.  Фактично ММ прсд-ставляє со­
бою параметризован}' родину підмножин. 
Оскільки ММ розуміється як наб­
лижений опис об'єкту, то вона неминуче 
є залежною від того, хто формулює ро­
зуміння наближеності, тобто вибір того 
чи іншою способу наближеного опису 
залежить від того, хто цей опис робить, 
а вибір параметризації явно характеризує 
суб'єктивізм ММ.
Побудова і розвиток математичних 
теорій, які працюють з подібними 
об'єктами, є достатньо актуальною зада­
чею. Визначається [6], що на даний час у 
математиці подібних теорій не так багат о, 
це, зокрема, різні варіанти теорії імовір­
ностей, теорія нечітких множин, інтерва- 
льний аналіз, теорія хаосу. Відмітимо, що 
пропонується поняття м'якої імовірності 
визначати не аксиоматично, а без посе­
редньо через вимір, базою для вимірів 
слугує кінцева база даних.
Слід зробити певні зауваження 
відносно запропонованої теорії ММ. По- 
перше, нс-можливо не визнати її прямий 
зв'язок з теорією нечітких множин, яка 
практично є основою ММ. По-друге, 
виміри є тим первинним елементом, на 
якому повинні базуватися теорії. Отже, 
трактування вимірів (бажано з міні­
мальним або контрольованим (парамет-
ризованим суб'єктивізмом) повинно бути 
покладене у основу теоріі. У теорії ММ 
недостатньо враховується той факт, що 
результатом вимірів є деяка множина, 
яка представляється у вигляді таблиці. 
Але, як відомо, природа, в т.ч. і природа 
вимірів, спілкується з дослідником мо­
вою тензорів. Саме ця обставина - тен­
зорний характер природи вимірів - пови­
нен бути покладений в основу нових 
теорій.
Висновки
1. Розглянуті питання представ­
лення числового інтервалу у вигляді тен­
зора 2-ранга. Показано, що тензорна мо­
дель інтервалу дозволяє поліпшити конс­
труктивність результатів. Наведені при­
клади, які ілюструють ефективність за­
пропонованих алгоритмів.
2. Показано, що тензорна модель ін­
тервалу, створена шляхом використання 
кордонів інтервалу а — уа ,а J, і мо­
дель, створена на використанні проміж­
них значень інтервалу (середнього зна­
чення, довжини, випадкової величини і 
т.ін.) є практично еквівалентними. Наве­
дені числові приклади, що ілюструють 
ефективність моделей.
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